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RÉSUMÉ. We define a non-degenerated Monge-Ampère structure on a 6-manifold 
associated with a Monge-Ampère equation as a couple (Q,u>), such that f2 is a 
symplectic forni and lo is a 3-differential forni which satisfies lo A Q = and which 
is non-degenerated in the sense of Hitchin. We associate with such a couple an 
almost (pseudo) Calabi- Yau structure and we study its integrability from the 
point of view of Monge-Ampère operators theory. The result we prove appears 
as an analogue of Lychagin and Roubtsov theorem on integrability of the almost 
complex or almost product structure associated with an elliptic or hyperbolic 
Monge-Ampère equation in the dimension 4. We study from this point of view 
the example of the Stenzel metric on T*5 3 . 



1. Introduction 

Une équation de Monge-Ampère est une équation différentielle du second ordre 
non linéaire, dont la non-linéarité est très spécifique : c'est celle du déterminant. Par 
exemple en deux variables, une équation de Monge-Ampère s'écrit 



dq{ dqidq 2 dq% dqf dq$ dqidq 2 



où A, B, C, D et E sont des fonctions lisses sur l'espace des jets J 1 ]? 2 , i.e. sont fonctions 
de (q, f(q), ^-). Lorsque A, B, C, D et E sont fonctions uniquement de (q, (i.e. sont 
des fonctions sur l'espace cotangent T*R 2 ), on parie d'équation de Monge-Ampère 
symplectique. 

La théorie géométrique des opérateurs de Monge-Ampère developpée dans les 
années 70 par Lychagin (Q), associe aux équations de Monge-Ampère symplectiques 
sur une variété M n de dimension n un couple de formes différentielles (£1,lo) sur le 
fibré cotangent T*M, fi étant la forme symplectique sur T*M et lo e Sì n (T*M) étant 
cffcctivc i.e. lo A il = 0. Plus précisément, l'équation de Monge-Ampère associée à un 
tei couple (Q, lo) est l'équation différentielle 

(2) Wf)» = 0, 

où df : M — > T*M est la section naturelle associée à une fonction lisse / sur M. Ainsi, 
par exemple, à l'équation (j^) est associée la forme symplectique canonique sur T*K 2 

il = dqi A dpi + dq 2 A dp 2 , 

et la forme différentielle 

lo = Adpi A dq 2 + B(dqi A dpi — dq 2 A dp 2 ) + Cdq\ A dp 2 
+ Ddpi A dp 2 + Edqi A dq 2 . 

Une solution généralisée de l'équation de Monge-Ampère (^|) est une sous variété 
lagrangienne de (T*M,£l) sur laquelle s'annule notre forme lo, Remarquons que si 
une solution généralisée se projette difféomorphiquement sur la base M alors cette 
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solution est localement le graphe d'une section df : M —> T*M avec / solution 
explicite de (||). 

Généralisant cette notion, nous appelons structure de Monge-Ampère (symplec- 
tique) sur une variété X 2n de dimension 2n la donnée d'un couple (fi, lo), f2 étant une 
forme symplectique sur X et lo e il n (X) étant une forme différentielle effective sur 
[X, fi). En dimension n = 2, lorsque la 2-forme lo est non dégénérée (i.e. le pfafficn 
pf(Lo) = ^ est non nul), le couple (fi, io) définit une section : X -> TX <g> T*X 
qui est soit une structure presque complexe (A^ — —Id) lorsque pf(u>) > 0, soit une 
structure presque produit (A^ = Id) lorsque pf{io) < : 

f>(A;.,.)- 



Lychagin et Roubtsov ([LR1]) ont montré la 



PROPOSITION 1.1. La structure presque complexe ou presque produit A u est 
ìntégrable si et seulement si 

d( - t ) = 0. 

W\pJW\ 

Dans le langage des équations différentielles, c'est à dire du point de vue locai, ce 
résultat s'énonce 

PROPOSITION 1.2. Une équation de Monge-Ampère A w = surM. 2 associée à 
une forme effective non dégénérée lo peut ètre ramenée par un changement de variable 
symplectique à l'une des deux équations 

(A/ = (p/(w)>0) 

\d/ = (p/(w)<0) 

si et seulement si 

d( 



Pour classifier les équations de Monge-Ampère à coefncients constants en dimen- 
sion 3, Lychagin et Roubtsov ont introduit un invariant quadratique q u associé à 
chaque 3-forme effective lo ([ LR3| ). Hitchin, en étudiant les structures de Calabi- 



Yau en dimension complexe 3, a défini un invariant linéaire K w ( [ffi| ) pour toutes 
les 3-formes. Nous montrons ici que ces deux invariants comeident lorsque l'on se 



restreint aux formes effectives. (Proposition ì.è). Cette remarque nous permet de 



concilier les travaux de Lychagin, Roubtsov et Hitchin pour démontrer des résultats 



analogues à 1.1 et 1.2 en dimension 3. Précisons ici quelques notations. Nous sup- 
posons que notre 3-forme effective lo est non dégénérée au sens de Hitchin. Hitchin 
a défini un invariant scalaire \(io) que nous appelerons pfaffien de Hitchin et qui est 
alors non nul. Il a de plus montré que lo s'écrit comme la somme de deux formes 
complexes décomposables, uniquement déterminées à ordre près : lo = a + (3, et 
que cette décomposition permet d'associer une forme duale ù à lo. Nous associons 
au couple (fl,co) € Vl 2 (X 6 ) x f2 3 (A 6 ) une structure géométrique que nous appelons 
structure presque (pseudo) Calabi- Yau. Cette structure est essentiellement la donnée 
d'une métrique q u (éventuellement indéfinie), d'une structure presque complexe ou 
presque produit K u compatible avec q u et fi et de deux formes différentielles de degré 
3 décomposables dont les distributions associées sont les distributions des vecteurs 



propres de K u . Nous étcndons Ics résultats de [Hi pour montrer l'analogue de 1.1 
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PROPOSITION 1.3. La structure presque (pseudo) Calabi-Yau (q u , K u ,Cl,a, (3) 
est "intégrable" si et seulement si 

Nous montrons alors la version locale de cette proposition : 



THKOK.J1JMJ1J. 4.13 Une équation de Monge- Ampère symplectique en dimension 3 
associée à une structure de Monge- Ampère non dégénérée (f2, lo) peut ètre ramenée 
par un changement de variables symplectique à l'une des équations suivantes 

!hess(/) = 7, 7^0 
A/- 7 hess(/)=0, 7^0 
□/ + 7 hess(/) =Q, 7^0 

si et seulement si 

v q^, est piate 

La motivation de cette article est de généraliser en dimension 3 la notion de "sous 
variété spéciale lagrangienne" . Ces sous-variétés ont été introduites dans les années 80 
par Harvey et Lawson dans leur célèbre article [HL| ]. Initialement, ils recherchaient des 
exemples de sous variétés minimales. Rappelons qu'une p-calibration sur une variété 
riemannicnnc (Y, g) est une p-forme fermée (f> € £l p (Y) telle que en tout point y de Y 

\(/> v (ei, . . . ,e p )\ < 1, 

pour toute famille orthonormée (ei,... , e p ) de T y Y. Une sous- variété orientée L de 
Y de dimension p est dite 0-calibrée si 4> y (0L, y ) = 1 pour tout y G L, où 9l,d est 
la forme volume sur T y L définie par la métrique g et l'orientation choisie sur L. Les 
sous-variétés 0-calibrées sont alors de volume minimal dans leur classe d'homologie. La 
forme Re(a) est un exemple de calibration sur C™ avec a — dz\ A ... A dz n et les sous- 
variétés spéciales lagrangiennes sont les sous variétés i?e(a)-calibrées. Cette notion de 
calibration spéciale lagrangienne se généralise sur les variétés de Calabi-Yau, i.e. sur 
les variétés de Kàhler (Y, g, I, il) de dimension complexe n munics d'une forme volume 
holomorphe a telle que soit une fonction constante non nulle. Comme l'expliquc 
M. Audin dans son cours Lagrangian submanifold (@]), nous avons pu assister ces 
dernières années à un net regain d'intérèt pour ces sous variétés calibrées après les 



travaux de Strominger, Yau et Zaslow en "théorie miroir" ( [ 3 YZ | ) et notamment 
leur construction d'une variété "miroir" d'une variété de Calabi-Yau de dimension 
complexe 3 à partir d'une fibration torique spéciale lagrangienne. 

En 1990, Gromov (dans une discussion avec Roubtsov) avait noté que les structures 
de Monge- Ampère sont, en un certain sens, l'équivalent symplectique des calibrations : 
les calibrations correspondent aux formes efTectives et les sous variétés calibrées corre- 
spondent aux sous variétés lagrangiennes. Les sous-variétés spéciales lagrangiennes se 
trouvent à l'intersection des deux approches. Harvey et Lawson ont en effet montré, 
que les sous-variétés spéciales lagrangiennes de C" sont, à choix d'orientation près, 
les solutions généralisées de l'équation différentielle associée à la structure de Monge- 
Ampère (fi, lo) avec 

I fi = | (dzx A d~z{ + . . . + dz n A dz^) 
I lo = Im(dzi A ... A dz n ) 
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Cette équation s'écrit en dimension 3 

(3) A/ - hess(/) = 0. 

Nous voulons montrer ici comment l'on peut construire des structures géométriques, 
analogues du point de vue symplectique aux structures de Calabi- Yau classiques, à 
partir d'équations différentielles semblables à 

Dans une première partie, nous rappelons l'approche géométrique de Lychagin 
des équations de Monge- Ampère à partir des formes différentielles effectives. Nous 
illustrons cette approche sur un exemple issu du modèle "semi-géostrophique" : les 
équations de Chynoweth-Sewell. Nous remarquons que ces équations sont symplec- 
tiquement équivalentes à l'équation de Monge- Ampère classique hess(/) = f en trois 
variables et nous donnons une solution explicite relativement "générique" de cette 
équation. Dans une deuxième partie nous adaptons les travaux de Hitchin sur la 
géométrie des 3-formes différentielles pour les formes effectives. Enfin, dans une troisième 
partie, nous définissons les structures presque Calabi- Yau associées aux structures de 



Monge- Ampère, nous étudions leur intégrabilité et nous montrons le théorème 4.13 . 
Nous étudions comme exemple de métrique de Calabi- Yau non piate, la métrique de 
Stenzel sur T*S 3 . 

Cet article constitue une partie de la thèse de l'auteur préparée à l'université 
d'Angers. Je voudrais remercier mon directeur de thèse V. Roubtsov pour m'avoir 
suggércr et expliquer ce problèmc et pour les très enrichissantes discussions que nous 
avons pu avoir. Je remercie mon collègue Oleg Lisovyy pour toute Faide qu'il m'a 
apportée, notamment dans la construction d'une solution explicite des équations de 
Chynoweth-Sewell. Je voudrais aussi remercier le Professeur B. Enriquez pour toutes 
ses remarques et suggestions. 

2. Formes effectives et structures de Monge- Ampère 

Soit (V, il) un espace vectoriel symplectique réel de dimension 2n. Soit r : V — > V* 
l'isomorphisme induit par fi et Xq E A 2 (V*) l'unique bivecteur tei que = f2, 

T* : A*(V) — * A*(V*) étant la puissance extérieure de T []. 

Suivant les notations de (Q), nous introduisons les opérateurs _L : A k (V*) — * 
A k - 2 {V*) tu i — > ix Q (u) et T : A k (V*) A k+2 {V*), w i-> w A f2. Ces opérateurs 
vérifient : 

'[J-,T](w) = (n-fc)w, Vcj e A k {V*); 
_L : A k (V*) — » A k ~ 2 (V*) est injective pour k > n + 1; 
T : A k (V*) — » A k+2 (V*) est injective pour k < n — 1. 

Une fc-forme ui est dite effective si -Lu> — 0. Nous noterons A k (V*) l'espace des 
fc-formes effectives. Si k — n, ui est effective si et seulement si u> A fi = 0. 

Le théorème suivant explique le ròle fondamental joué par les formes effectives dans 
la théorie des opérateurs de Monge- Ampère (B]) : 

THEOREME 2.1 (Hodge-Lepage-Lychagin). 1. Toute forme u) E A k (V*) peut 
ètre décomposée de fagon unique en une somme finie 

Q = u a + Tui + T 2 uj 2 + . . . , 

les formes ojì étant toutes effectives. 

2. Sì deux k-formes effectives s'annulent sur les mime sous espaces isotropes de 
dimensions k de (V, fi) alors elles sont proportionnelles. 

on note par A*(V*) l'espace des formes extérieures sur un espace vectoriel V et Q*(X) l'espace 
des formes différentielles sur une variété lisse X 
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Soit M n une variété lisse de dimension n. Notons J X M le fibré des 1-jets des 
fonctions lisses sur M et notons j 1 (f) : M — > J X M, x i— > [/]* la section naturelle 
associée à une fonction lisse /. L'opérateur de Monge- Ampère A w : C°°(M ) — > fi n (M) 
associé à une forme w £ ^"(J 1 -/^) est défini par 

A w (/) =/(/)»• 

Soit /7 la forme de contact sur J 1 ^/ et X\ le champ de Reeb. Une solution 
généralisée de l'équation de Monge- Ampère A u = est une sous variété legendrienne 
L n de (J X M, U) sur laquelle s'annule io. Si L se projette difféomorphiquement sur M 
alors L est localement le graphe d'une section j^/), / étant une solution de l'équation 
différentielle A u (f) = 0. Soit la distribution de contact ir e J l M \— > (7 (a;) = Ker(U x ). 
Rcmarquons que (C(x),dU x ) est un espace vectoriel symplectique de dimension 2n 
et que 

De plus, si L est une sous variété legendrienne alors T X L est un sous espace lagrangien 
de (C(x),dU x ). 

Soit 0*(C*) l'espace des formes s'annulant le long de X\. En tout point x, l'espace 
vectoriel (tì*(C*)) x s'identifie naturellement avec fl*(C(x)*). Nous noterons fl* £ (C*) 
l'espace des formes effectives sur (C(x),dU x ) en tout point x de J X M. D'après la 
première partie du théorème 2.1, on a 



n*(c*) — vl*(j 1 m)/Ic, 

le étant l'idéal de Cartan engendré par U et dU. La seconde partie dit que si deux 
formes différentielles w et 6 sur J X M déterminent le mème opérateur de Monge- 
Ampère alors lo — 9 E le ■ 

Le pseudo-groupe des difféomorphismes de contaets sur J X M agit sur ces opérateurs 
cornine suit 

F(A U ) = A F . U , 
et l'action infinitésimale associée est 

Nous nous intéresserons ici à une classe plus restrictive d'opérateurs, celles des 
opérateurs symplectiques, i.e. la classe des opérateurs qui vérifient 

X 1 (A u ,)=A LxAu) = 0. 

Ces opérateurs correspondent aux équations de Monge- Ampère S = £(;r, C 
J 2 M ne dépendant que des dérivée partielles du premier et du deuxième ordre de 
/. Soit (T*M, fi) le fibré cotangent de M muni de sa forme symplectique naturelle 
et considérons la projection {3 : J X M — > T*M définie par le diagramme commutatif 
suivant : 

a 

J X M >-T*M 





M 

En utilisant j3, on peut naturellement identifier l'espace {cu £ il £ (C*) : = 0} 

avec l'espace des formes effectives sur (T*M, fi). L'action du groupe de contact sur 
les opérateurs symplectiques est alors restreinte à l'action du groupe symplectique sur 
T*M. 
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DEFINITION 2.2. Une structure de Monge-Ampère symplectique sur une variété 
X 2n de dimension 2n est la donnée d'un couple (fi, a;), où fi €E fl 2 (X) est une forme 
symplectique sur X et lo e iì n (X) est une forme dìfférentielle vérifìant 

n a u = o 

Remarquons que, d'après le théorème de Darboux, (X 2n ,il) s'identifie localement 
avec (T*R™,r2o)- Au couple (£1, ut) est alors associée l'équation de Monge-Ampère 
(symplectique) sur R™, A w = 0. Et réciproquement à toute équation de Monge- 
Ampère (symplectique) A u = sur une variété M est associée une classe conforme 
de structures de Monge-Ampère (symplectiques) (SI,uj) sur T*M. 

EXEMPLE 2.3. Un exemple d 'équation de Monge-Ampère à coefficients Constant 



est celui des équations de Chynoweth-Sewell (\CS\) issues du "modèle semi-géostro- 
phìque" : 

(4) *l*i_,»L ?+ *L 7£R 
dx 2 dy 2 dxdy dz 2 ' 

L'équation initiale de Chynoweth-Sewell correspond au cas 7 = 0. Remarquons que 
si F(x, y) est une solution de hess(F) = 1 alors F(x, y) — \z 2 est une solution de 
l'équation de Chynoweth-Sewell. Ainsi, par exemple 

l -^( x ^ + 2yf- l -z 2 

est une de solution régulière de (m quand 7 = 0. 

La forme effective associée » i) s 'écrit dans le système de coordonnées symplec- 
tique (x,y, z,p,q,h) de T*R 3 , 

10 = dp A dq A dz + dx A dy A dh — jdx A dy A dz. 

lo est claìrement la somme de deux formes décomposables : 

lo = dp A dq A dz + dx A dy A (dh — jdz) 

Soit alors le changement de variable symplectique 

$(x,y,z,p,q,h) = [x,y,h,p,q,jh- z). 

L 'image par (j) de lo est 

4>*{to) = dp A dq A dh — dx A dy A dz. 

Autrement dit, les équations de Chynoweth-Sewell se rapportent toutes à l'équation 
de Monge-Ampère classique 

(5) hess(/) = 1 

Lorsque n est impair, un exemple de solution régulière de hess(/) = 1 est 



/(*!,... ,z n ) = 2 / V«<* ( &+ ^)-^, 
J a n-l 

où a et b soni des constantes. En particulier pour n = 3, 



f(x,y,z)= / (ò + 4£ 3 ) 1/3 d£, 



est une solution régulière de (|J). Dès lors un exemple de solution généralisée de 
est 

L = {(x,y, (x + y)a, (y + z)a, (z + x)a,j(x + y)a - z)}, 
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a = -( j + 4)3 

2 [xy + yz + zx) 2 

3. Geometrie des 3-formes effectives en dimension 6 

3.1. Action de 5£(6,R) sur A 3 (R 6 ). 

Nous rappelons ici brièvement les résultats de Hitchin sur la géométrie des 3-formes 
extérieures en dimension 6 (|Hi|). Soit V un espace vectoriel réel de dimension 6 
et A fc (V^*) l'espace des fc-formes extérieures sur V. Fixons 9 <E A 6 (V*) une forme 
volume sur V. Notons A : A 5 (V*) — > V ®A 6 (V*) l'isomorphisme induit par le produit 
extérieur et soit pour lo e A 3 (T^*) l'endomorphisme K u : V — > V défini par 

K U {X)6 = A(ì x loAlu). 
DEFINITION 3.1. Le pfaffien de Hitchin d'une 3-forme lo e A 3 {V*) est 

Xo(lo) = \Tr{Kl). 

Une ì-jorme lo est dite non dégénérée si et seulement si Ag(w) est non nul. 
PROPOSITION 3.2 (Hitchin). Soit lo e A 3 (V*) de pfaffien \g(io) non nul. 

1. Kl = \g(u)Id. 

2. \o{lo) > sì et seulement si lo — a + [3 où a et (5 sont des formes réelles 
décomposables sur V. De plus si on impose > alors a et (3 sont unique- 
ment déterminées : 

[2a = LO + \\e{u)\-ÌKZ{u) 
\2f3 = Lo-\\e{u)\-ÌKl{Lo) 

3. \$(u>) < si et seulement sÌLO = a + aoùa<E A 3 (V* <S> C) est une forme 
complexe décomposable sur V . Si l'on impose de plus que ^j^- > alors a est 
uniquement déterminée : 

a = LO + i\Xe(Lj)\~^K*(Lo). 

REMARQUE 3.3. Fixons une base (ei, . . . , eg) de V et notons (e*, . . . , eg) sa base 
duale. 

1. \e(io) > si et seulement si lo est dans la GL(V)-orbite de 

e\ A e* 2 A e* 3 + e\ A e* 5 A e* 6 . 

2. \$(lo) < si et seulement si lo est dans la GL(V)-orbite de 

(e* + ie\) A {e* 2 + ie%) A (eg + ie%) + (e* - ie%) A (e* 2 - ie%) A {e* 3 - ie* 6 ). 

L'action de GL(V) sur A 3 (ì^*) à ainsi deux orbites ouvertes séparées par l'hyper- 
surface Xe = 0. Cecì justifie la terminologie de "3- forme non dégénérée en dimension 
6". 

L'unicité de la décomposition en somme de deux formes décomposables (à choix 
d'orientation près) permet d'associer une forme duale Co à toute forme non dégénérée 
lo : 

DEFINITION 3.4 (Hitchin). 1. Si A e (w) >0 et lo = a + f3 alors ù = a-/3. 
2. Si Xg^Lo) <0 et lo = a + a alors Co — i(a— a). 
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Notons enfili que le produit extérieur défìnit une structure symplectique sur 

A 3 (V*) 

e(co,co')8 = co Aco', 
pour laquelle l'action de SL(6,M) est hamiltoniennc. 

PROPOSITION 3.5 (Hitchin). L'action de SX(6,R) sur (A 3 (V*),@) est hamìl- 
tonienne d'application moment K : A 3 (V*) — > sZ(6,R). 

3.2. Action de Sp(6) sur A e (M 6 ). 

Supposons maintenant que V est munì d'une forme symplectique fi. Nous fixons 
la forme volume = — ^- et nous noterons X(co) = Xe(co) le pfafnen associé à une 
3-forme co. Nous dirons qu'une base (ei, e2, €3, fi, fi, fz) est symplectique si 

iì = e* 1 /\f*+e* 2 /\f;+e* 3 /\f*. 

Une 3-forme co sur V est effective si 

co A fi = 0. 

Nous noterons Af(V*) l'espace des 3-formes effectives sur V. (A 3 (V*), 0) est un sous 
espace symplectique (de dimension 14) de (A 3 (V*),Q) puisque, d'après ^j] toute 3- 
forme lo sur V peut s'écrire 

LO = UJq + coi A fi, 

avec coq effective. 

LEMME 3.6. co £ A 3 (V"*) est effective si et seulement si K u € sp(6) où sp(6) est 
l'algebre de Lie du groupe symplectique Sp(6) = Sp(fl). 

Démonstration. Dans une base symplectique (ei, C2, 63, fi, /a, fa), K u s'écrit 
3 3 
K U) (X)6 = ^2(i x co Alo A e*)® e,- + ^(i x co A lo A f*) <g> /_,-. 



Ainsi, si on note K u 



3=1 






3=1 








(0 


}f),on 


a 






'A jk 


= i ej co Alo A e* k 




< 


BjkO 


— if. lo A lo A e* k 






CjkO 


= i ej coAcohfl 






. D jk0 


= i f] u Alo A f* k 



Or co est effective si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées pour k — 1, 2, 3, 

{i ek co A Sì = LO A i efc O — LO A fi 
i f k u) A Q = co A i f k Cl = — co Ae* k 

et donc co est effective si et seulement si D = —A*, B t = B et C* = C i.e. si et 
seulement si K u £ sp(6). □ 

COROLLAIRE 3.7. L'action de Sp(6) sur (Ag(V*),9) est hamiltonienne d'appli- 
cation moment K : A 3 (V*) — > sp(6). 



Dans [LR2| Lychagin et Roubtsov ont associé à chaque forme effective co £ A 3 (V*) 
un invariant symplectique £ S 2 (V*) défini par 

q u {X) = -^± 2 (ì x lo A i x co). 



STRUCTURES DE MONGE-AMPÈRE EN DIMENSION 6 



n 



Cette invariant mesure en fait les racines du polynòme caractéristique de lo : 

- = -m - Vh^nm + VhAxJw 3 . 

A partir de cet invariant ils ont établi une classification des différentes orbites de 
l'action de Sp(6) sur A^(V*). Cette classification a été affinée dans [Ba| et est résumée 
dans le tableau pi 





LO 




AH 


1. 


e* A e* A e* + 7 /* A / 2 * A / 3 *, 7 ^ 


i(e!A*+e|/| +£3/3*) 


7 4 


2. 


A* A e* 2 A e* 3 + /| A ej A e^ 
+/| A A e* + 7 2 /i* A/*A/* l7 ^0 


(et) a -(e5) a + (^) a 
+7 2 ((A*) 2 -(/ 2 *) 2 + (/3) 2 ) 


-4 7 4 


3. 


A* A e^ A e* 3 - /| A ej A e^ 
+/s A et A e^ - 7 2 A A / 2 * A /|, 7 + 


-(etr - (e* 2 r - (e* 3 r 

+7 2 (-(A) 2 -(A*) 2 -(/l) 2 ) 


-4 7 4 


4. 


A A e^ A e% + /| A ej A e^ + / 3 * A e\ A e* 2 


(et) 2 -(e2) 2 + (e5) 2 





5. 


fi A e* 2 A e^ - /| A ej A e^ + / 3 * A e\ A e* 2 


"(et) 2 "^) 2 "^) 2 





6. 


ti A et A e* 2 + /| A et A e 3 


(et) 2 





7. 


/ 3 * A ej A e^ - /| A et A e," 


-(eir 





8. 


et A e^ A e^ 








9. 












Tab. 1. Classification des 3-formcs cffectivcs cn dimcnsion 6 



Les invariants et K u se déduisent en fait l'un de l'autre, via la forme symplcc- 
tique fi. 

PROPOSITION 3.8. Soit lo e A^(V*). Pour tout X,Y eV on a 

Q(K U X,Y) = q u (X t Y). 

Démonstration. Un calcul direct nous permet de vérifier que le résultat est vrai pour 
chacune des formes du tableau [I]. De plus pour tout symplectomorphisme F sur V on 
a 

f?F«w = F t q UJ F 
\Kf. u = F~ X K U F 

Le résultat est donc vrai pour toute forme. □ 



REMARQUE 3.9. Puisque dq^ = q u> [^J s'énonce 

ì.e. K u est le champ hamìltonìen associò à l'hamiltonien q w . Autrement dit modulo 
l'identification des algèbres de Lie (sp(6), [,]) et (S 2 (6), {,}) (où {,} est le crochet de 
Poìsson sur V associò à fi), q u est l'application moment associée à l'action hamil- 
tonienne de Sp(6). Les différentes orbites de cette action sont les différents niveaux 
de moment à conjugaison près. 

4. Structures de Monge- Ampère non dégénérées et structures 

géométriques associees. 

DEFINITION 4.1. Une structure de Monge- Ampère (O, eoo) sur une variété X e de 
dimension 6 est dite 

1. elliptique si X(lo ) < 0, 

2. hyperbolique si X(loq) > 0. 
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DEFINITION 4.2. Une structure de Monge- Ampère (O, eoo) sur une variété X e de 
dimension 6 est dite fermée si la forme normalisée 



u 



vérifie 

du> = duo = 

4.1. Structures elliptiques. 

DEFINITION 4.3. Une structure presque (pseudo) Calabi-Yau sur une variété ré- 
elle X 6 est la donnée 

1. d'une structure presque (pseudo) Kàhler (q, I, fi) sur X : fi est une 2-forme non 
dégénérée et fermée, I est une structure presque complexe telle I* fi — fi et q 
est la métrique (éventuellement indéfinie) q = fl(I., .) ; 

2. d'une forme différentielle complexe a de type (3,0) sur X telle que 

rr = — -a A a. 
4 

Une structure presque (pseudo) Calabi-Yau (q,I,fl,a) est une structure (pseudo) 
Calabi-Yau si la structure presque complexe I est intégrable et si la forme a est holo- 
morphe pour cette structure complexe. 

DEFINITION 4.4. Soit (O, Wo) une structure de Monge- Ampere elliptique sur une 
variété X de dimension 6. Soit u) la forme normalisée 

LU 



La structure presque (pseudo) Calabi-Yau associée à la classe conforme (fl,u>o) est 
{qiv,K u ,Q,a) avec 

EXEMPLE 4.5. La structure géométrique sur T*M. 3 associée à l'équation spéciale 
lagrangienne 

hess(/) - Af = 
est la structure de Calabi-Yau classique (q,I,£l,a) avec : 

3 

q = — ^2 dxj .dxj + dyj.dyj 
i=i 

i=i 

3 

Ci = dxj A dyj 
k a = dz\ A dz 2 A dz 3 

De manière similaire, la structure géométrique associée à l'équation pseudo spéciale 
lagrangienne 

hess(/) + □/ = 
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est la structure pseudo Calabi- Yau (q~, I-, il, a) avec : 
' q- = dx\.dx\ — dxi-dxi + dx3.dxs + dy\.dy\ — dy2-dy2 + dx^.dx^ 

_!_ g, dxi + _|_ ® dyi + _|_ g, dX2 _ _§_ d2/2 _ _|_ g, dX3 + _§_ 



3 
i=i 

t a = d%\ A c?22 A 

Ces deux structures sont les seuls exemples associés à des équatìons de Monge- Ampère 
elliptiques à coefficients constants, puisque, d'après le tableau^ il n'y a que deux telles 
équations sur R 6 . 

Remarquons qu'à toute structure presque Calabi- Yau (g, /, il, a) est associée la 
structure elliptique (fi, Re(a))). Il y a ainsi une correspondance entre les structures 
presques (pseudo) Calabi- Yau et les classes conformes de structures de Monge- Ampère 
elliptiques. 

PROPOSITION 4.6. La structure presque C'alabi-Yau associée à une structure de 
Monge- Ampère elliptique est une structure de Calabi-Yau si et seulement si celle-ci 
est fermée au sens de la définition U- 



Démonstration. Soit (fi, ui) une structure de Monge-Ampère telle que X(u>) — 1. Soit 
/ = K u la structure presque complexe associée et a — ^(uj + il* lo) la forme complexe 
de type (n, 0) associée. 

Si (q u , I, il, a) est une structure de Calabi-Yau alors a est holomorphe donc da = 
et de la mème fagon, da = 0. Donc dm — dw = 0. 

Réciproquement supposons que dio — dù — 0. Alors da — dà — 0. Soit sur TX® C 
la distribution C : x i— > {X : ìxol x — 0}. Une 1-forme f s'annule sur C si et seulement 
£Aa = et donc si £ s'annule sur C alors d£Aa — 0. D'après le théorème de Frobenius, 
la distribution C est intégrable et donc, d'après le théorème de Newlander-Nirenberg, 
/ est intégrable. □ 

4.2. Structures hyperboliques. 

Par analogie avec le cas elliptique, le cas hyperbolique est associé à une structure 
réelle (ou produit) qui est l'analogue des structures de Calabi-Yau. Ceci nous conduit 
à poser la définition suivante. 

DÉFINITION 4.7. Une structure presque pseudo Calabi-Yau réelle sur une variété 
réelle de dimension 6 est la donnée 

1. d'une structure pseudo Kàhler hyperbolique (q,S,il) : il est une 2-forme non 
dégénérée et fermée, S est une structure presque produit (S 2 — Id) telle que 
S*il = —il et q — il(S., .) est une métrique de signature (3, 3) ; 

2. de deux formes décomposables a et P dont les distributions associées sont les 
distributions des vecteurs propres de S et telles que 

il 3 

aAP=-— 
6 

Une structure presque pseudo Calabi-Yau réelle est une structure pseudo Calabi-Yau 
réelle si S est intégrable et si a et f3 sont fermées. 

REMARQUE 4.8. Ces variétés sont l'analogue des "variétés de Monge-Ampère" 



de Kontsevich et Soibelman (\KS\). Une variété de Monge-Ampère est pour 
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eux une variété riemannienne affine (M, g) ielle que localement la métrique s 'écrit 



E 

hi 



d 2 K 

dxidxj 



où K est une fonction lisse vérifiant 

d 2 K 



det( 



dxidxj 



— Constant. 



Comme on le verrà plus loin, dans le cas des variétés de Calabi- Yau réelles, on a un 
tei potentiel K et la métrique s 'écrit 



E 

hi 



d 2 K 

dxidyj 



dxi.dyj 



det( 



2 K 

dxidy. 



) = Constant. 



DEFINITION 4.9. Soit (O,o;o) une structure de Monge- Ampère hyperbolique sur 
une variété X de dimension 6. Soit uj la forme normalisée 

LO 



La structure presque pseudo Calabi-Yau associée à la classe conforme (il, c^o) est 
(<ìu,K u ,n,a,f3) avec 

1 



et 



/3=-(w-iCH). 



EXEMPLE 4.10. La structure (pseudo) Calabi-Yau réelle associée à l'équation de 
Monge-Ampère classique 

hess(J) = 1 

est la structure (q, S, iì, a, (3) avec : 



d Vj 



q = Y^dxj.dyj 

2=1 

S = 

2=1 
3 

lì = dxj A dyj 

2=1 

a = dxi A dx 2 A dx%, (5 = dy\ A dy 2 A dy^ 

De fagon tout à fait similaire au cas elliptique on a la proposition 

PROPOSITION 4.11. La structure presque pseudo Calabi-Yau réelle associée à 
une structure de Monge-Ampère hyperbolique est une structure pseudo Calabi- Yau 
réelle si et seulement si celle-ci est fermée au sens de la définition 4-<- 



STRUCTURES DE MONGE-AMPÈRE EN DIMENSION 6 



13 



4.3. Structures de Monge- Ampère non dégénérées localement constantes 
sur R 6 . 

DEFINITION 4.12. Une structure de Monge-Ampère (il, u>) sur une variété X 
est dite localement constante si au voisinage de tout point il existe un système de 
coordonnées de Darboux de {X, fi) dans lequel lo est à coefficients constants 

D'après [jj une structure de Monge-Ampère non dégénérée localement constante 
est associée à une équation différentielle qui modulo un changement de variable sym- 
plcctique a l'une des trois formes suivantes : 

hess(/) =7, 7 ^ 

< A/- 7 hess(/) = 0, 7^0 
k D/ + 7hess(/)=0, 7^0 

THEOREME 4.13. Soit (fl,Lo ) une structure de Monge-Ampère locale non dégé- 
nérée sur une variété réelle de dimension 6 N e . Soit la forme normalisée associée à 

LOq 

- ^0 

(fi, lo) est localement constante si et seulement si 

{dLO = dio = 
R(qu) = 

où R(qcj) est le tenseur de courbure de la (pseudo) métrique q u associé à lo. 
Démonstration. Cas hyperbolique : X(to) = 1 

Si lo = du\/\du2/\du3-\-dv\/\dv2/\dv3 dans un système de coordonnées symplectique 
(it, v) alors lo = du% A du2 A du^ — dv\ A dv2 A dv$. Donc dio = duo — 0. De plus : 

K ^àr) = àj J= 1.2,3 
K.{^) = -a| 3 = 1,2,3 

3 

et donc q^ — ^duj.dvj : est piate. 
i=i 

Réciproquement supposons que dio — duo = et R(q (jj ) = 0. Le problème étant 
locai on peut supposer que l'on se trouve au voisinage de ao = (0,0) dans N = IR 6 . 
Soit a et (3 les uniques formes décomposables telles que 

lo = a + (3 
lo = a — (3 
aA/3 = -±fi 3 

Puisque lo et lo sont fermées, S = K u est intégrable et a et fi sont fermées. Il existe 
alors un système de coordonnées (x, y) de N dans lequel 

lo = f(x, y)dx\ A dx 2 A dx 3 + dyi A dy 2 A dy3 
lo = g(x, y)dxi A dx2 A dx% — dy\ A dy% A dy 3 

Mais a et j3 sont fermées et a A (3 est constante donc f et g sont des constantes que 
Fon peut supposer égales à 1. K u s'écrit alors : 
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La forme u est effective et en tout point a, uj a = K^ a u> a donc ù est cffcctive puisquc 
en tout point a K* £l a = —iì a . Dès lors a et (3 sont effectivcs. Autrement dit en tout 
point a, E a {a) = Ker(a a ) et Ep{a) = Ker((3 a ) sont deux sous espaces lagrangiens de 
(T a N, fi a ). En effet si X et Y e E a (a) par exemple : 

= ìxay{^1 A a) = n(X, Y)a 

Dès lors : 

3 

£1 = dijdxi A dìjj 

Or fi est fermée. Donc 

{ dajj _ da k j 
dxk dxi 
9aij _ da ik 
dyk dyj 

Dcfinissons pour j = 1,2,3 les fonctions 

rxi rx 2 nX3 

<f>j(x, y) = \ a lj (t,x 2 ,x 3 ,y)dt + a 2j (0,t,x 3 ,y)dt + a 3j (0,0,t,y)dt 
Ja Ja Jo 



Pour i = 1, 2, 3 on a 



9<Pj 
t)x j 



dij. De plus 



Q(pj _ o<Pk_ 
dyk dyj 

donc il existe une fonction lisse <j) sur telle que </>j 
ment : 



et a 



d 2 4> 



l 3 dxidyj 



Finale- 



^ = EoÌ7§y-dx l Ady ] 



E 



& 2 



dxidyj 



dxi.dyj 



Utilisons maintenant le fait que est piate. Soit Fj fe les symboles de Christoffels de 
la connexion de Levi-Civita V = V w dans les coordonnées (x, y). Soit pour j = 1 ... 6 
la matrice 

On vérifie facilement que pour j — 1,2,3 : 

r,- : 



j+3 



01 

'o o N 

,0 (A-'m\ 



avec A 



i k dxjdy k ' 



Posons Cj 
j,k= 1,2,3 : 



A" 1 et D, 



-1 dA 



pour j = 1, 2, 3. De i? = il vient pour 



et 



Soit G = G(x) une solution du système différentiel 

8G 



dxj 



G-^Cj, .7-1,2,3 
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(une telle solution existe toujours, c.f. lemme 5.1). On a alors pour j = 1,2,3 : 

dA^G _ dA- 1 c x dG 
dxj dxj dxj 

.- A ->M. A -i a + A-*g. 
axj oxj 

= -A- 1 C J G + A~ l CjG 

= 

et donc : 

A(x,y)=G(x)F(y) 

Notons G 3 (x) = {G 3l (x),G j2 (x),G 33 (x)) et F 3 (y) = (Fy(j/), F 2j (y), F 3j (y)) pour 
j = 1, 2, 3. De » , = » il vient 

oxjdxkoyiqy oxkóxjdyi 



dG 3 dG k 

< "5 5 — i-^i >~ U 

oxk uXj 



et donc = : il existe des fonctions U\{x), U2(x), u 3 {x) telles que 

J dx\ ' 0x2 ' dx 3 
et de la méme fagon il existe des fonctions Vi{y),V2{y),v 3 {y) telles que 

p = Jh^ dvj_ dvj_ 
3 dy\ ' dy 2 ' dy 3 
Dès lors dans le système de coordonnées (ti, v) on a 

{fi = dui A dvi + du2 A dv2 + du% A dv^ 
lo = r(u)dui A efri2 A dti3 + s(v)dvi A g?i>2 A d«3 

Mais lo A a) = — i£ì 3 donc r et s sont constantes et inverses l'une de l'autre. Quitte à 
remplacer u\ par ru\ et t>i par ì«i on obtient le résultat souhaité. 

Cas elliptique definì négatif : A = 1, s(g w ) = (0,6) 

La démonstration est analogue à la précédente en remplacant les coordonnées 
réelles (x,y) par les coordonnées complexes (z,z) : 
Si 

{lo = Re(idzi A dz2 A dz 3 ) 
O = \{dz\ A dzi + A dz2 + dz$ A dz^) 

3 

alors da; = duo — et </ w = dzj.dzj est piate. 

j'=i 

Réciproqucmcnt supposons que dw = duo = et R{q u ) = 0. Comme précémment 
le fait que lo = a + a et a) soient fermées implique que la structure complexc K u 
est intégrablc. Il existe un système de coordonnées {z\ 1 Z2,z 3 ) de N dans laqucllc 
a = ìdz\ A dz2 A dz3. De plus K u , f2) est une structure de Kàhler donc il existe 
un potentiel de Kàhler <f> tei que 

- 3 d 2 ó 

iì = iddef) = i ) — — - — dzj A dlk 

3,k=i J 
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d 2 4> 



on déduit que la matrice A = ( d ° ^— ) s'écrit nécessairement 
A(z,z) = G(z)F(z) 



Mais A t = A dono F* = GF(G t )~ 1 . Or F et G sont holomorphes et F(G t y 1 est 
aiitiliolomorphe donc constante : 

A(z,z) = H{z)H\z) 

et donc nécessairement il existe des fonctions holomorphes u\ (2), 1*2(2), Us(z) telles 
que 



& 2 



dzjdzk 



\ - Otm dui_ 
dzj ' &z^ 



Dès lors dans le système de coordonnées complexes (ui, U2, U3) on a le résultat voulu. 
Cas elliptique indéfinì : X(lo) — 1, s(q bJ ) = (4,2) 

On remarque que la structure de Monge- Ampère pseudo-Kàhler se déduit de la 
structure de Monge- Ampère Kàhler par le changement de variable £ : z^ 1— > z~2. (fi, uj) 
est alors localement constante si et seulement si (£*r2,£*w) est localement constante. 

□ 

Nous pouvons résumer la correspondance entre structures (pseudo) Calabi- Yau et 
classes conformes de structures de Monge- Ampère elliptiques dans le tableau [2] : 



presque (pseudo) CY 


MA elliptique 


(pseudo) CY 


MA elliptique fermé 


(pseudo) CY plat 


MA elliptique localement Constant 



Tab. 2. Correspondance entre structures de Calabi- Yau et structures 
de Monge- Ampère elliptiques 



EXEMPLE 4.14. 77 existe peu d'exemples explicìtes de structures de Calabi-Yau. 
Le premier exemple non trivial est l'exemple des métriques de Stenzel surT*S n ^[jBtlj) 
comme l'explique Michèle Audin dans son cours Lagrangian submanifold (^}). C'est 
un exemple de structure de Calabi-Yau non piate, aussi l'équation speciale lagrangi- 
enne associée n'est pas l'équation speciale lagrangienne classique. 

T*S n = {(u,v) e K n+1 x R" +1 : ||u|| =l,<u,v>= 0} s'identifie à la quadrique 
affine complexe Q n ={z£ C n+1 : z\ + . . . + = 1} via l'isomorphisme 

v 1 + IMI 

La forme holomorphe sur Q n peut ètre définie par : 

a z (Zi,... , Z n ) = det c (z, Z 1 ,... , Z n ) 
Ainsi par exemple dans l'ouvert de carte z„+i =/= 0, 

„ _ (-!) r 



-dz\ A ... A dz n 



-1 



La forme de Kàhler fi = idd(j) est définie à partir du potentiel de Kàhler (j) — f(r) où 
t est la restriction à Q n de \z\ | 2 + . . . + \z 2 et f est solution de l'équation différentielle 
ordinaire 

x(fr+f(f) n ~ 1 (x 2 -i) = c>o 
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Intéressons nous au cas n = 3. Pour associer à une structure de Monge- Ampère 
une équation "explicìte" il faut déterminer tout d'abord un sy stèrne de coordonnées 
de Darboux. Remarquons pour cela que 

4 4 

Sì = -dlmd(f) = d{f '(^y^Xkdyk - Vkdx k } = -2d{f (T)^y k dx k }, 
fe=i fc=i 

puìsque sur Q 3 , ^2x k dy k + ^2y k dx k = 0. Dès lors dans les coordonnées (u,v) de 
T* S 3 on a : 

4 

SI = -2d{/'(2 + 2|M| 2 ) v /l + IMI 2 5>fcdwfc}. 

k=l 

3 3 

De plus sur l'ouvert de carte 1*4 7^ 0,du4 — — — u k du k et donc Sì = ^ dw k A du k 

Ui k=l k=l 

(XVGC 

W k = 2 (Wfe«4 - V k Ui). 

U4 

Notons ip l'application (u,w) 1— > (x + iy). L'équation speciale lagrangienne de Stenzel 
peut s'écrire 

(tpodf)*uj = 0. 
5. Annexe 

LEMME 5.1. Soit Ci,C2,C3 des matrices carrées à coefficients lisses au voìsinage 
de sur R 3 telles que 

Alors il existe toujours une solution G = G(x\, X2, £3) solution du système différentiel 



OXl 


1 


= Ci 


< M-G- 

0x2 


1 


= c 2 




1 


= c 3 



Démonstration. Soit X(x±, X2, X3) l'unique solution de 

avec X(0, X2, X3) = Id. Pour n'importe quelle matrice Y(x2,xs), XY est cncore so- 
lution de (|J). Nous allons montrer que l'on peut choisir Y(x 2 ,xs) telle que XY soit 
solution du système. 

XY est solution du système si et seulement si 



(7) 



^Y- 1 = X-HC2X ~ §±) 

0x2 v z 02:2 ' 

&-Y- 1 - = X-\C 3 X - 

0x3 >• ° 0x3 f 

'—\in v 9X \ „ + rn — "v-Xln v dx 



Posons C' 2 = X- l {C 2 X - et C 3 = X~ l (C 3 X - On vérifie sans peine 

que 



< 



raci = Q 

del _ n 
dx x ~ U 
dCl dCL 



Soit alors y(x2,^3) l'unique solution de 

9x 2 



(8) iè-y- 1 = c'2 
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telle que Y(0,xa) = Id. Y(x2,x 3 )Z{x 3 ) est solution de (0) si et seulement si Z(x 3 ) 
est solution de 

(9) !^ Z -i =C »3 
avec C" 3 = y-^C^y - |^). Or on vérifie que 



y 3- 

9C" 3 



= 



9x 2 

Donc il existe un unique Z(x 3 ) solution de (|]) tei que Z(0) = Id. Une solution du 
système initial est alors : 

G(X1,X2,X 3 ) = X(xi,X2,X 3 )Y(x2,X 3 )Z{x 3 ) 

□ 
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